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Motivacion

Ejemplo: Problema de filtracion )




Motivacion

Geometria del problema

I'p

Fluido viscoso incompresible en Qg Medio poroso en Qp
(fluyendo de un lado a otro a través de X3) | (saturado con el mismo fluido)




Motivacion

Problema acoplado: Encontrar velocidades (us,up) y presiones (ps, pp)

—2vdive(ug) + (us-V)-ugs + Vps = fs en Qg
N-S divug = 0 en Qg
ugs = 0 enlg
up = I’\'T/)\) en Qp
Darcy divup 0 enQp
up-n = 0 enlp
us'n =up-n eny
Interface (6sn)-m = —pp enx
v
(asn)~t:—;(us~t) eny
conos = 2ve(us) — psl en Qg.
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Idea General

Idea General

La idea es reescribir el modelo en un problema de la forma: Dado un
“funcional” F': H — R, hallar v € H (H de dimensién infinita), tal que

a(u,v) = F(v) Vv e H,

donde a : H x H — R es una “forma bilineal”.

Como H es de dimensién infinita, no sé cémo calcular la solucién.



Idea General

Idea de Galerkin (Boris Galerkin, 1871-1945)

Definimos H,, C H (n = dim(H,)), y el problema: Hallar v,, € H,, tal que

a(Un,vn) = F(vy) Vv, € Hy, .

Hy = ({¢1,...,¢n}), Un:Zai¢i (; €R, Vie{l,...,n}).

Entonces
a(tn,vn) = F(v,), Vv, € Hy

T
Zaia(%%) =F(¢5), Vje{l,..,n}.



Idea General

Notemos que a(¢;, ¢;) € Ry F(¢;) € R,
> aia(gi, ¢;) = F(¢;), VYje€{l,..,n}
i=1

0

ara(p1, ¢1) + aza(pz, $1) - .. an(dn, ¢1) = F(h1)
ara(pr, p2) + aza(d2, ¢2) . .. an(dn, ¢p2) = F(d2)

Cl1a(¢1, ¢TL) + CXQCL((ZSQ’ d)n) e an(¢n7 ¢n) = F(¢n)

con A = (a(¢i, @3))is @ = (a1, an)'y f'= (F(¢1),..., F(¢n))".



Un problema 1D

Un problema unidimensional |




Un problema 1D

Un ejemplo simple

Hallar u tal que:
—u'’(z) = sin(nz), Vz € (0,1),




Un problema 1D

Un ejemplo un poco mas complejo

Hallar « tal que:
—u(z) = —e"x(42® — 42+ 1) Vaz € (0,1),
u(0) =u(1) =0.




Un problema 1D

Formulacién variacional (primer paso)

Hallar v € H tal que:
1 1
/ o' (z) v (z) doe = —/ e“r(4s® — 4z + 1) v(z)dx Vv € H,
0 0

o equivalentemente: Hallar v € H tal que:
a(u,v) = F(v) YveH,

donde

a(u,v) = /0 u(z)v(z)de y F(v) = 7/0 e“x(dz” — 4z + 1) v(z) dz .

<

H es un espacio de funciones con dominio 2 = (0, 1) que se anulan en
z =0y z =1 (H es de dimensién infinita).

Notacion: H = H} ().

Existe solucion?



Un problema 1D

Espacio y norma asociada

ORI OR

=
B
!

o 2 2 /2 2 ! 2
lw'llo,e + lullo,ep  » lulloe = [ |u(@)]"dz.
0




Un problema 1D

Método de Elementos Finitos (segundo paso)
Espacio de elementos finitos H, C H

v € C([0,1]) : Vnlz;_; 251 € P1([zj—1,%5])

Hh = I

Vie{l...,n+1}, vn(0) =vn(1)=0.

donde zo, . . . x»+1 SON los puntos de una discretizacion uniforme de
Q=(0,1),conh=x; —z;_1,Vje{l...,n+ 1},

29 =10 1 T2 T3 Tq Tn

Tn+1 = 1

g =0 T T2 T3 Ty Tp

Tpy1 =1




Un problema 1D

Problema discreto: Hallar u;, € Hy, tal que:
1 1
/ up (x) vy (z) do = —/ e“z(4z® — 4z + 1) vp(z) de
0 0

para todo vy, € Hy,.

Q1: Existe solucién?
Q2: Cémo calcular u,?
Q3: |lu — un

1,0



Un problema 1D

H), es de dimension finita (dim(Hx) = n). Por lo tanto existe una base
{¢17 9000 ¢n} tal qUe
Hp = ({¢1,---,¢n})-

1 o b
20 =0 1 2 3 e T  Tnt1 =1
donde
T — Tj—1 \
=, siw€[n, 1]
J
() =
(bj( ) Tj41 — T .
L= siwe [z,m0]
hjt1



Un problema 1D

Sistema Lineal (tercer paso)

Funciones base
Hyp, := {b1, ..., dn})

n
Up = Z ajgbj
j=1

Combinacion lineal

Sistema Lineal:

éaj /01 ¢3¢2=/ﬂf¢i, Vie{1,..,n}
[as o [ ) [ o
/01#% /Olé,;qyn an /ol.fd)"




Un problema 1D

En este caso, la matriz de rigidez es:

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
Lo o2 0 0

= E
0 0 0 2 -1



Un problema 2D

Un problema bidimensional |




Un problema 2D

Problema modelo

—Au+cu=f enq,
u=0 en oN.

A

@ Q C R?: dominio poligonal.
@ 00Q: frontera de Q.

@ c: constante positiva.

e fecL*9)

Formulacion variacional (primer paso)

Hallar v € H}(Q) tal que

/Vu~Vv+c/uv:/fv You e Hy(Q).
Q Q Q

Tiene solucién?

\




Un problema 2D

Método de Elementos Finitos (segundo paso)

Espacio de Elementos Finitos:
Hy = {vh cC@): wlreP(T) VT e Th}
Hpo = HpN Hy(Q)

Problema discreto: Hallar u;, € Hj, o tal que

/Vuh-Vvh—l—c/ UrVR = /f’l)h V’UhEHh,o‘
Q Q Q

Q1: Tiene solucién?
Q2: Como calcular u,?

Q3: HLL — 'LL},,HLQ?



Funciones Continuas a Trozos )




Un problema 2D

Sistema lineal (tercer paso)

Funciones bases:
Hpo = ({¢1,..;n})

n
uh =Y 05
j=1

Combinacioén lineal:

Sistema lineal:

>y (/V%'V%-i-C/%w):/f%v vVie{l,..,n}
=l Q Q Q

Ve - Ve +C/ /V«P - Ve +C/ @ 1 feo
/ﬂ 1 1 o, P1e1 [ e n o P1¥m 1

/n Ven - Veq +C/Q Pnel /Q Ven ‘V4Pn++c/Q PYnen fen




Un problema 2D

Funciones bases )

funcién‘techo

1
08 -
06 [~
04 r
0z r

0 -




Existencia y unicidad de solucion |




Existencia y unicidad de solucién

Teorema de Lax-Milgram

Sea H un espacio de Hilberty a(-, -) una forma bilineal, acotada (con
constante M > 0) y H-eliptica (con « > 0), es decir:

Q [a(u,v)| < Mllullu|lo|la, Vu,veH

Q a(v,v) > allully, Yve H.
Entonces, para todo F € H’, existe un Unico v € H tal que:

a(u,v) =F(v) VYveH.

Ademas,

1
luller < =[[F a7
«




Existencia y unicidad de solucién

Recordamos el problema modelo ...

—Au+cu=f enq,
u=20 en o9 .

@ Q C R?: dominio poligonal.
@ 090: frontera de Q.
@ c: constante positiva.

° feL*)

Formulacién variacional

Hallar v € H}(Q) tal que

/Vu-Vv—i—c/uv:/fv You e Hy(Q).
Q Q Q

Tiene solucién?




Existencia y unicidad de solucién

Problema variacional

Hallar v € H}(Q) tal que

a(u,v) = F(v) Yv e Hy(Q).

a: H}(Q) x H3(Q) — R,

a(u,v) = Vu-VU—i—c/ uv
Q Q

F:H}(Q) — R,



Existencia y unicidad de solucién

Notar que:
@ F es lineal y acotado:
PO =] [ 1] < Wlosllvlon < loslivlia voe mi@).
Q

@ a es una forma bilineal (evidente!)
@ a es acotada:

la(u,v)| = < T

/Vu-Vv—i—c/uv /Vu-Vv
Q Q Q

maX{LC}(HVUIlo,nHVUHo,Q + [Jul

C/UU
Q

nallvfos)

IN

1/2

IN

1/2
max{1, c}(|Vuld e+ ullia) * (IVvl30+llol3e)

= M ||u|

Lellvlle,

con M = max{1,c}.



Existencia y unicidad de solucién

@ aes H}(Q)—eliptica:
a(v,v) = / |w2+c/ o > alvlfo cona=min{l,c}.
Q Q

Luego, el Teorema de Lax-Milgram asegura existencia y unicidad de solucién
del problema variacional.



Existencia y unicidad de solucién

Notar que si ¢ = 0, entonces probar que a es H} (Q)—eliptica no es tan
evidente:

a(v,v) = / Vol? = Jol2a > allol2e??
Q

Desigualdad de Friederich-Poincaré

Sea Q un abierto de R", acotado en alguna direcciéon coordenada
Fie{l,---,n},3c>0:|zi| <c,VT = (21, - ,2n) € Q). Entonces,
existe o > 0 tal que:

olie > allllie Yve Hy(Q),

« depende soélo de la medida del dominio.




Existencia y unicidad de solucién

Idea de Galerkin (Boris Galerkin, 1871-1945)

Definimos H, C H (n = dim(H,)), y el problema: Hallar u,, € H,, tal que

a(Un,vn) = F(vn) VYo, € Hy .

Hy={1,...,¢n}), tun=> aidi (€R, Vie{l,...,n}).

Entonces
a(un,vn) = F(vn), Yuv, € Hp

T

> aia(éi, ¢5) = F(¢;), Vi€ {l,....,n}.
=1



Existencia y unicidad de solucién

Existencia y unicidad de u,

Notemos que F‘H € Hy, ya(,-): H, x H, — R es una forma bilineal

n
acotada. Entonces, tenemos la misma estructura que en el caso continuo en
H, y por lo tanto podemos aplicar el TLM para asegurar existencia y
unicidad.




Existencia y unicidad de solucién

Teorema de Lax-Milgram Discreto

Supongamos que existe oy, > 0 tal que a(vn,vn) > an||vn |3,V vn € Hy.
Entonces existe una Unica u,, € H,, tal que

a(un,vn) = F(v,) Vv, € Hy.

Ademas:
1 1 F(v
lunlln < — ||F| _ 1 g E@
(67%% Hy, H Qn v, eH, ||UTLHH
" U #0
1
< —IF)lar
n

Dem: Directo del TLM continuo.

Si a es H-eliptica, entonces a es H,,—eliptica )




Convergencia |




Convergencia

Estimacion del error de Galerkin

Supongamos que a(-, -) una forma bilineal acotada (con constante M > 0) y
H-eliptica (con o > 0). Se sigue que para todo F' € H' existe un Unico
u € H tal que:

a(u,v) = F(v) YveH,

y que para todo F' € H’, existe un unico u,, € H, tal que:
a(Un,Vn) = F(vn) VYo, € Hp.

Interesa estimar ||u — wn || &.

Condicion de ortogonalidad

Notar primero que a(u — un,v,) = 0 para todo v, € H,.




Convergencia

Sea v,, € H, arbitrario. Entonces,
allu — unllf < alth — Un,u — un) = a(th — Un, U — Vp + Uy — Un)
= a(u — Un,u — vp) + a(t — Un,Vp — Up)

= a(u — Un,u — vy)

IA

Mju = unll#llu = vnllm -

Luego,

M
lu—unlle < —llu—onlla Von € Hn

de donde

M
e —wnllr < = inf flu - oulls .
Q vpn€Hp

Esta estimacién se conoce como “Estimacion de Cea”.




Convergencia

Utilidad de la estimacion de Cea

Si somos capaces de construir una familia de operadores de “interpolacion”
II,, : H — H,, los cuales satisfacen

llv =T )| < e(m)|lolla YveH,

n—00

con e(n) ——— 0, entonces de la estimacién de Cea se tiene:
M
[lu —un||la < EHu— Unllg Y on € Hy.

En particular, para v,, = II,,(u) se tiene:

M M n—o0
e = unller < “-llu— M)l < S-em)]fullr 222 0.
(07 «

Por lo tanto, el error tiende a cero si la dimension del espacio tiende a infinito.

’




Algunos fenémenos estudiados usando
Analisis Numerico...




Algunos ejemplos
Corte de un ‘océano’

Reconstruccion de la velocidad y las
recirculaciones del fluido en cada capa.




Algunos ejemplos
Mezclas

Estudio de la mezcla de dos componentes que
tienden a separarse hasta llegar a un estado de
equilibrio.




Algunos ejemplos
Gota

Veremos un cuarto de gota la cual va cayendo y
tiende a “aplastarse” y se extiende sobre el
dominio formando una “ola’.




Algunos ejemplos
Célula

Transito de una célula que se encuentra dentro
de un fluido que contiene un cierto flujo de
entrada por la frontera izquierda. Vemos como
se comporta la célula cuando pasa por una
region “estrecha’.




Algunos ejemplos

La Electroencefalografia (EEG) es una técnica no invasiva usada para
localizar actividad eléctrica en el cerebro a partir de mediciones de sefhales
electromagnéticas externas. EEG mide el potencial eléctrico del cuero
cabelludo.

Problema de Interés: Conociendo los valores del campo eléctrico sobre la
superficie de la cabeza, el objetivo es determinar la corriente fuente que
produjo esos valores. Esta informacién es de ayuda cuando se quieren tratar
problemas como la epilepsia, por ejemplo.



Algunos ejemplos

Es posible modelar nuestro problema mediante las siguientes ecuaciones
(que denotaremos (P)):

div(eVu) = div(pdx,) eng,
oVu-n=0 sobre 092,

Q: dominio (cabeza),

u: potencial escalar,

xo: punto de  (localizacién),

0%, : delta de Dirac,

p: direccién en la que sale el impulso eléctrico (polarizacion).



Algunos ejemplos

Visualizacién bidimensional del problema

Si Py, Pi, P, y P5 son los puntos
donde fueron puestos los
electrodos y P, el punto de
referencia, lo que se mide 7
mediante un EEG en P, P,y Ps
es U(Pl) — u(P()), U(Pz) — u(Po) y
u(Ps) — u(Po), respect. (dif. de
potencial eléctrico)

z

)



Algunos ejemplos
Problema

Conociendo o y el valor de u en algunos puntos
de la frontera del dominio, se necesita encontrar
X y p utilizando el modelo (P).




Algunos ejemplos

Muchas gracias por su atencion!!! )
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